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DIVIZIBILITATE - NUMERE PRIME

Auxiliar curricular - util in pregatirea pentru olimpiade si concursuri



Divizibilitatea si, Tn mod special, numerele prime se constituie ca teme
aritmetice cu probleme deosebit de interesante, des intalnite la olimpiadele si
concursurile scolare. De aceea, consider util pentru elevi un material care aduce
in atentie aceasta problematica prin aplicatii selectate si grupate dupa metode de
rezolvare, notiuni sau algoritmi utilizati. Problemele sunt recomandate atat
pentru gimnaziu (notate G) cat si pentru liceu (notate L).

Exista aici atdt probleme simple, de aplicare directa a teoriei cat si
probleme pretentioase ce necesitd un efort de gandire mai mare. Toate au
atasatd 0 rezolvare completa sau indicatii de abordare. Problemele au fost
selectate dintre cele propuse la olimpiadele scolare, din editii mai vechi ale
Gazetei matematice si din culegeri de probleme de aritmetica.

Autorul



Notiunea de numar prim

1. (G) a) Sa se arate ca 1993 este numar prim.

b) Care dintre numerele 1993%%* si 1994°% gre mai mulfi divizori ?
(O.L. Calarasi, 1993)

Rezolvare si observatii. Punctul a) al problemei poate fi utilizat la clasa, el
presupunand aplicarea directd a algoritmului de verificare daca un numar este
sau nu prim.

b) Daca clasa este de nivel mediu sau scazut, la acest punct se poate
formula ca cerinta ajutatoare descompunerea in factori primi a numarului 1994.

Numirul 1993 are ca divizori pe: 1, 1993, 19932, . . ., 199319
adicid 1995 divizori. Numarul 19941 = 21998. 997193 are mult mai multi
divizori.

Pentru a fi convingi se pot enumera divizorii:

1 2 22 21993
997, 997.2, 99722, ... ,  997.219%
09715, Q72 QOIS ... 99719%.71%3

2. (G) Suma a 6 numere intregi consecutive este un numar prim. Sa se afle
cele 6 numere.

Rezolvare. Fie S=(n-2)+(n-1)+n+(nh+1)+(n+2)+(n+3)=6n+3
suma celor sase numere consecutive. Dacd S = 3(2n + 1) este numar prim.
Atunci 2n + 1 =1 iar n = 0. Deci numerele sunt: -2, -1, 0, 1, 2, 3.

3. (G) Sa se determine numerele prime de trei cifre, stiind ca produsul
cifrelor sale este 252.

Rezolvare. Deoarece 252 = 22+ 32+ 7 atunci numirul prim ar putea fi format
din cifrele: 4, 9 si 7 sau 6, 6 si 7. Pentru fiecare dintre numerele formate cu
aceste cifre se verifica daca este sau nu numar prim.

4. (G) Sa se determine numerele prime de trei cifre, stiind ca produsul
cifrelor sale este 441.

Rezolvare. Asemanatoare cu cea a problemei anterioare.



5. (G) Sa se determine cel mai mic numar prim de patru cifre.

Rezolvare. Se justifici pe baza criteriilor de divizibilitate de ce numerele
1000, 1002, 1004, 1005, 1006, 1008 nu sunt prime si apoi se verifica pe rand
numerele 1003, 1007, 1009. Acesta din urma se va dovedi a fi prim.

6. (G) Se da multimea: A = {1, 3, 5}. Cate numere prime de forma aab,
aba se pot forma cu elementele acestei multimi ?

Rezolvare. Se verifica daca numerele 113, 331, 553, 551, 131, 151, 313, 353,
sunt prime prin impartiri la toate numerele prime pana cand impartitorul devine
mai mare decat catul.

Observatie. Problemele 2, 3, 4, 5, 6 presupun doar cunoasterea notiunii de
numar

prim si a modului de aflare prin impartiri succesive la numere prime (mai mici
decét +/n) dacd numirul n dat este sau nu prim. Astfel, datorita gradului scizut
de dificultate pot fi utilizate la clasa, in etapa de fixare, imediat urmatoare celei
de predare a cunostiintelor.

Daca se doreste o complicare a sarcinii de lucru li se poate cere elevilor
sd compuna ei insisi o problema similara problemelor 3, 4, 5 sau 6.

7. (G, L) Se da numarul A= 100 . . . 01, numarul zerourilor fiind 100. Sa se
demontreze cd acest numar nu este prim.
(I. Anastasiu — G. M. nr. 2/1981)

Rezolvare. A =10 +1 =10% + 1% = (10 + 1)(10'® - 10% + ...+ 1).
Deci numarul dat este divizibil cu 11.

8. (G) Sa se gaseasca toate numerele prime care sunt mai mici cu o unitate
decét un cub perfect.
(M. Lascu — G.M. nr. 9/1985)

Rezolvare. Numerele intregi pozitive mai mici cu o unitate decat un cub
perfect sunt de forma n® -1 =(n-1)(n? + n + 1) unde ne N, n>1. Pentru a



putea fi prime, tindnd cont cin? + n+ 1> 1 pentru n > 1, este necesar can —1
=ladicin=2siatunci n®-1=7

9. (G) Suma dintre un numar prim si un numar impar este 2003. Aflati cele
doua numere.

Rezolvare. Numarul prim trebuie sa fie par ca suma sa poata fi impara. Deci,
numarul prim este 2 iar numarul impar 2001.

10. (G*) Aratati ca nu exista niCi un numar prim astfel incdat suma dintre el

sin’+ nsd fie 1984, unde neN.
(N. Talau — G.M. nr 9/1984)

Rezolvare. n?+ n =n(n + 1) este numir par pentru Ne N” iar dacd suma
dintre acest numar si un numar prim ar fi 1984 atunci numarul prim ar trebui sa
fie si el numar par. Deci numarul prim ar putea fi doar 2. In acest caz, obtinem
ca 1982 =2 - 991 ar fi produsul a doua numere naturale consecutive ceea
ce este fals.

11.(G) Sa se arate ca un numar de patru cifre, avand cifrele identice doua
cdte doua, nu poate fi prim.

(D. Acu - G.M. nr7/1979)

Rezolvare. Numerele aabb = 11( 100a + b) = M,,; abab = 101( 10a + b) =
Mo, abba =11 (91a + 10b) = M, sunt compuse.

Numere prime ce verifici anumite conditii date

12.(G) Aflati numerele prime a, b, c stiind ca 2a + 3b + ¢ = 21. Se cer toate
solutiile.

(O. J. Suceava, 1993)

Rezolvare. Deoarece 2a este numar par iar suma este numar impar rezulta ca
suma 3b + ¢ este numar impar. Deci unul dintre termenii sai este par iar celalalt
impar. Se disting astfel doud cazuri:



Daci C este numiar par atunci ¢ = 2 iar 2a + 3b = 19. In continuare
putem avea situatiile:a=2sib=5saua=5sib=3

Daca 3b este numar par atunci b = 2 iar 2a + ¢ = 15. Apoi obtinem
a=2,c=11l,saua=5sic=>5.

13.(G) Determinati numerele naturale a, b, k astfel incdt ab si ba sa fie
prime iar a + b =k?
(O. J. Bistrita Nasaud, 1994)

Rezolvare. Dintre numerele prime de douda cifre se aleg acelea care
indeplinesc condifia ca si rasturnatul lor sa fie numar prim. Acestea sunt 11, 13,
17, 37, 79. Dintre acestea indeplinesc conditia ca suma cifrelor sa fie un patrat
perfect doar numarul 13 si 79. Decia=1,b=3,k=2saua=7,b =9, k=4,

14.(G) Sa se gaseasca doua numere prime astfel ca suma lor sa fie un

numdr natural de forma aa.
(O. L. Olt, 1992)

Rezolvare. Avand in fata tabloul numerelor prime mai mici decat 100, elevii le
vor grupa cate doud astfel incat suma lor sa fie de forma ceruta. Obtinem
varianrtele: 2 s1 53; 13 s131; 17 51 71.

Observatie. Problemele 13 si 14 pot fi rezolvate dupa ce s-a intocmit Ciurul lui
Eratostene pentru numerele naturale mai mici decat 100 si se pot rezolva cu

intreaga clasd, ele presupunand doar simpla verificare a indeplinirii conditiilor
date.

15.(G) Determinati numerele prime a si b stiind ca a —b = p"; unde p este
un numar prim, neN sica a + b = 150.

Rezolvare. Adunand membru cu membru cele doud egalititi obtinem:
2a =150 + p". Deducem ca p este un numar par dar fiind si prim, obtinem p =
2 iara=75+ 2" Cum a<150, obtinem n<S8.

Analizand toate cazurile pentru ne {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7} obtinem:

a=179 a=83 a =107 a=139
b=71" b=67" b=43 "' b=11



16.(G) Sa se determine numerele prime p pentru care numerele 24p + 1 sunt
patrate perfecte.

Rezolvare. Deoarece 24p + 1 este numir impar, 24p + 1 = (2k + 1)2.
Deducem ca 6p = k(k + 1). Deci 6p trebuic sa fie produsul a douda numere
naturale consecutive. Avand in vedere ca 6p se poate descompune in produs de
doi factori doar in urmatoarele trei moduri: 2p-3, 3p-2sau 6 - p, obtinem p =
2, p=>5sau p = 7. Pentru orice p>7 factorii nu sunt consecutivi.

17. (G) Sa se gaseascd ca numdrul prim abc, stiind cd cba si bca sunt
numere primeiar a+b+c= ac.
(S. Anastase — G. M. nr. 6/1982)

Rezolvare. Dina+ b+ c =ac obtinema + b + ¢ = 10a + ¢, adici b = 9a.
Deci a =1 iar b = 9. Pentru c raman variantele ¢ € {1, 3, 5, 7, 9} dintre care
doar pentru ¢ =7 se obtin numerele abc, cha si bca prime.

18.(G) Sa se gaseasca a, b, ¢ numerele naturale prime astfel ca
a*b?c? +a’b?c+ a=1982.
(M. Lucu — G. M. nr. 8/1982)

Rezolvare. Din relatia datid obtinem a(a?b?c? + ab?c + 1) = 1982 si cum
paranteza e mai mare decat 2, deducem a = 2. Apoi ab?c?+ ab?c + 1 =991
de unde b?c (ac + b)=32+ 5+ 11. Deducem b =3sic =5.

19.(G,L) Sa se afle numerele prime care se pot reprezenta atdt ca suma cat
si ca diferenta de doud numere prime.

Rezolvare. Fie p un numar prim care Se reprezinta ca suma si ca diferenta de
doud numere prime. Evident p>2 si deci p este impar si atunci unul din
termenii sumei si ai diferentei trebuie sd fie 2. Fiep=q+2=r—-2cu psir
prime. Cumr=p+ 2siq=p—2rezultd ca trebuiecca p—2, p, p + 2 sa fie
simultan prime. Fiindca dintre trei numere consecutive impare unul este
divizibil cu 3, singurul triplet care convine este 3, 5, 7. Deci p =5.



20.(L) Dacd un numdr prim este de forma 2™+ 1, atunci n = 0 sau n = 2%
cu k=0,1,2, ...

Rezolvare. Daca n este numar impar atunci 2"+ 1 se divide prin 2 + 1 = 3.
Daci n este par el se poate scrie n = 2¥ + m; unde m=>1 este impar sau n = 0.

k .. . k .
Pentru m>1 numirul 2"+1 = 22°™+ 1 se divide prin 22 + 1, deci este
compus. Rimane m = 1, adica n = 2%,

21.(L) Dacd numdrul a®+ b? unde (a,b) = 1 este prim, atunci (o) = 1 sau

(a.p) = 2%.

Rezolvare. Fie (a,f) =d cu o =dm, p =dn, (mn) = 1. Pentru d>1 impar,
numirul  a“+ b? = (@")%+ (b")? se divide prin a™+ b". Pentru d par
putem scrie d = 2%q, cu q numar impar, g>1. Pentru ¢>1 numarul a* +
b/ = =@™2 )9+ (b™2) ge divide prin  a™2 + b™2, deci este
compus. Rimane =1 adicid =2* i astfel (a,p) = 2.

22.(L) Daca 2"- 1 este prim, atunci n este prim.

Rezolvare. Presupunem prin absurd ca n este numar compus, N = ab cu a>1,
b>1. Obtinem 2"- 1 =2%-1 = (2a)b- 1 care se divide prin 2%- 1 = 1,
contradictie.

Numere simultan prime

23. (G) Sa se afle numerele naturale n pentru care fiecare din numerele:
nN+1,n+3 n+t7 n+9 n+ 15 este numar prim.
(O. L. Arges, 1994)

Rezolvare. Se analizeaza pe rand cazurile n e {5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3,
5k + 4}, ke N. Singurul caz in care se obtin cinci numere prime de forma data
este n =5k + 4 pentru k = 0, adica n = 4. Se obtin numere prime 5, 7, 11,
13, 19.



24.(G) Fie numerelen,n+2, n+6,n+ 14, n+18,cu n e N". Gasifi un
numar n astfel incdt cele cinci numere sa fie simultan prime.
(0. J. Neamt, 1994)
Rezolvare. Se rezolva ca si problema 23.

25.(G) Daca numerele naturale n, n + 1, n + 3 sunt prime atunci numarul
n"3+ (n+1)"+ (n + 3)"? este prim?
(O. J. Prahova, 1992)

Rezolvare. Numerelen sin + 1 fiind prime rezulta n=2, n+1=3, n+3=
5. Calculand n"2+ (n + 1)"+ (n + 3)™ obtinem 2°+ 3%+ 5%= 166 care nu
este numar prim.

26.(L) Sa se determine numerele naturale n pentru care 2" - 1 si 2"+ 1 sunt
simultan prime.

Rezolvare. Combinand rezultatele problemelor 20 si 22 deducem n = 2.

27.(G) Sd se gdseascd numerele naturale p astfel incdt numerele p, p?+ 4,

p2+ 6 sd fie numere prime.
(O. J. Galati, 1994)

Rezolvare. Evident p nu poate fi numar par. Daca p se termina in 1 sau 9,

atunci p2+ 4 5, iar dacid se termind in 3 sau 7 atunci p2+ 6 : 5. Rimane
ca p se termina in cifra 5 si fiind numar prim deducem p = 5.

28.(G) Determinati numdrul natural prim p pentru care p*+ 4 si p>+ 8 sunt
de asemenea numere prime.
(G.M., nr. 4/1986)

Rezolvare. Analizim cazurile p e {3k; 3k + 1; 3k + 2}, k ¢ N”. Daci p = 3k
+ 1, atunci p?>+ 8 = M3 + 1 + 8 = M;. Daca p = 3k + 2, atunci p?+ 8 =

M ;+4+8 = M,. Deci p=3k si fiind numir prim obtinem p = 3 iar p>+ 8 =17 si
p2+4=13.



29. (G) Sa se determine numerele prime p pentru care numerelep +4, p
+ 24, p2+ 10, p%+ 34 sunt simultan prime.

Rezolvare. Analizand cazurile p e {7k, 7k + 1, 7Tk + 2, 7k + 3, 7Tk + 4, 7k + 5,
7k + 6}, keN" si rationand ca si la problema precedenti obtinem p = 7.

30.(G) Sa se arate cd numerele p, 2p®- 3, 2p?+ 3 sunt simultan prime
numai pentru p = 5.

Rezolvare. Pentru p = 5 obtinem numerele prime 5, 47, 53. Daca p este un
numar prim diferit de 5, atunci, p € {5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4}, keN".
Obtinem p? =M +1 si deci 5|2p2-35au5|2p2+ 3.

Numere prime intre ele

31.(G) Sa se arate ca numerele 10n + 3 si 15n + 4 sunt prime intre ele

pentru orice numar natural n.
(O. J. Neamt, 1992)

Rezolvare. Fie d cel mai mare divizor comun al celor doud numere. Atunci
d|1on+3si d | 15n+4.Decid |[3(10n + 3) — 2(15n + 4)] adica d | 1.

32.(G) Sa se arate ca numerele 10n+ 53 si 7n + 37 sunt prime intre ele
pentru orice numar natural n.

Rezolvare. Se rezolva la fel ca si problema 31.

X+1

il este ireductibila oricare ar fixeN .
X+

(O. J. Calarasi, 1993)

33.(G) Sa se arate ca fractia

Rezolvare. Fie d un divizor comun al numaratorului si numitorului fractiei
date. Atunci  d |x+ 1sid [2x + 1. Deci d | [2(x+1)-(2x+1)] adica d| 1.
Astfel, numitorul si numadrdtorul fiind numere prime intre ele fractia este
ireductibila.



Observatie. Problemele 31, 32, 33 sunt accesibile la clasd daca elevii au
rezolvat an ciclul primar sau in clasa a V — a probleme aritmetice cu metoda
comparatiei. La cercurile de matemetica li se poate propune elevilor sa creeze ei
astfel de probleme.

34. (G) Sa se demonstreze ca 3xy si 137 sunt prime intre ele, oricare ar fi
cifrele  xsi Y.
(G. Margineanu — G. M. nr. 5/1980)

Rezolvare. Numarul 137 este prim. Dar 2+ 137 = 411. Deci multiplii lui 137
nu pot fi de forma 3xy .

35.(G) Cate numere relativ prime cu 1979% nu sunt prime cu 1979 ?
(P. Simion — G. M. nr 1/1980)

Rezolvare. Numarul 1979 este numar prim. Atunci numerele mai mici decat
19791%8 care nu sunt prime cu 1979 vor fi toate puterile lui 1979 de la 1 la
1979, adica 1979, 19792, 19793, .. .,19791°° adica 1979 de numere.

36.(G,L) Sa se afle k eN” pentru care 8 + 1 si 585 sunt relativ prime.
(A. Cindrea — G.M nr 8/1986)

Rezolvare. Se descompune 585 in factori primi: 585 = 3%+ 5+ 13. Se observi
cd 8X+ 1 se divide prin 8 + 1 dacd k este numir impar. Dacd k=4t+2cu t e
N*, atunci ultima cifrd a lui 8% este U(8) = 4 iar U(8%+ 1) = 5 si astfel
numerele date vor avea ca divizor comun pe 5. Daca k=4t,cu t e N™, atunci
8K+ 1=8%+1=4096'+1=(Mo+t1)! + 1 = (Mys+1)! +1 . Astfel, in aceastd
situatie numarul nu se divide cu 9 sau cu 13 si in plus nici cu 5 deoarece ultima

sa cifrd este 7. Deci, pentru k = 4t, t ¢ N* numerele 8%+ 1 si 585 sunt prime
ntre ele.



Descompunerea numerelor naturale
n produs de numere prime

37.(G) Aflati unu numar prim de trei cifre a carui rasturnare este tot numar
prim, stiind ca patratul produsului cifrelor sale este 35721.
(O. J. Hunedoara, 1994)

Rezolvare. Fie abc numirul prim ciutat. Deci (a* b+ ¢)? = 35721 = (3« 7+

9)2. Tinand cont cd si cha este numar prim, deducem ca numarul cautat este
379.

38.(G) Descompuneti pe rdand numerele 111, 1111, 11111, 111111,
1111111 in produs de numere prime.
(G. M. nr 4/1986)

Rezolvare. Avem 111=3+37, 1111=11-101, 11111 =41"-271, ...

39. (G) Se considera urmatoarea descompunere in factori primi: aaa = b -

a - ba. Determinati cifrele a si b.
(N. Grigorescu — G.M. nr 2 — 3/1982)

Rezolvare. Avem aaa =a-111=a-3-3".Decia=3sib=7.

40.(G) Se da numarul A = 3xx3X. Sa se gaseasca cifra x astfel incat
numarul A sa fie produs de numere consecutive.

(R. Marinescu, G.M. nr 1/1982)

Rezolvare. Scriem 3xx3x = 3( 10010 + x - 337) =3(2-5-7-11-13 +x -
337). Avand pe 3 factor si impunand ca numarul sa aiba factori numere prime
consecutive se deduceca x=0.

41.(G) Sa se determine cifrele a si b, stiind ca numarul N = abbabb , scris
n baza 10, se descompune intr-un produs de 6 factori primi consecutivi.
(I. Indre — G. M. nr. 7/1977)

Rezolvare. N = abb - 1001 =711 - 13( 100a + 11b). Pentrua=2si b= 3,
N=3-5-7-11-13-17.



42.(G) Sa se determine numerele naturale de 4 cifre a caror descompunere
in factori primi este a°- b°.

Rezolvare. 2°-3° =7776; 1°- 5°=3125. Alte solutii nu mai exista deoarece
numerele 2°- 5>, 7° au deja mai mult de patru cifre.

Numere prime gemene

43.(L) Pentru n impar si n>1, numerele n si n + 2 sunt prime daca si
numai daca (n— 1)! nu se divide cu n si nu se divide cu n + 2.

Rezolvare. Presupunem mai intdi ca numerele n si n + 2 sunt prime. Rezulta
atunci ca  n nu divide (n — 1)! si n + 2 nu divide (n — 1)! deoarece factorii
primi ai produsului (n — 1)! sunt mai mici decat n.

Reciproc, sd presupunem ca pentru n impar si n>1, numarul (n — 1)! nu
se divide prin n §inici prin n + 2 si vom ardta cd n sin + 2 sunt prime. Daca
n este compus, atunci n =ab, a>1, b>1 sia< n-1 b<n-1. Daca azb
atunci n = ab | (n—1)!.Dacia=Db, n= a’ si cum a este impar rezulta a>3,
deci n = a®> 3a > 2a. Asadar 2a< n— 1 si astfel a si 2a sunt factori diferiti ai
produsului (n — 1)! . Deci n=a? | (n —1)! contrar ipotezei.

Dacda n+ 2 este compus, n+2=abcu a si b numere intregi mai mari
decat 1. Deoarece n este impar, numerele a si b sunt impare si mai mari sau

egale cu 3. Avem deci n+2 > 9siapoi a < %(n +2) < %(n ~1) sideci2a<n

— 1. Analog 2b< n—-1.Daca a # b, atunci a si b sunt factori diferiti ai
produsului (n—1)!'si n=a-b | (n — 1)! contrar ipotezei. Dacd a = b atunci a si
2b sunt factori diferiti ai produsului (n—1)!'si n+2=ab | 2ab iar 2ab | (n
—1)!'. Astfel n+2|(n—1)! contrar ipotezei.

44.(L) Suma cuburilor a doua numere prime gemene se divide cu 36, cu
exceptia unui caz.

Rezolvare. Daca p sip + 2 sunt numere prime gemene, atunci:

p3+(p+2)°= (2p+ 2)(p2 +2p +4)
Dar numerele prime mai mari decat 3 pot fi doar de forma 6k + 1 sau 6k — 1.
Deci p =6k —1 siinlocuind in relatia de mai sus obtinem:



p3+(p+2)*=36k(12k? +1) : 36
Exceptie face perechea 3,5.

45.(L) Numerele p si p + 2 sunt simultan prime daca si numai daca are loc
congruenta:
A(p-1!+1]+p=0  (mod p(p + 2))
(Teorema lui Clement)

Rezolvare. Fie p si p+ 2 prime. Din teorema lui Wilson avem:
(p-1D!'+1=0 (modp) 1)
(p+1)!1+1=0 (mod(p+2)) )
inmultind congruenta (1) cu 4 si adunand-o cu congruenta p = 0 (mod p),
obtinem:
A[(p-1)!'+1]+p=0 (modp) (3)
Adunand congruenta (2) cu congruenta p(p + 1) = -p (mod (p + 2)) si
simplificand cu p + 2 obtinem:
p[(p—1) '+ 1] =-1 (mod(p + 2))
Inmultind aceasta cu 4 si adunand-o cu congruenta pZE p
2))obtinem:

2 (mod (p +

4p[(p—1) 1+ 1] +p*=p®-4=0 (mod (p + 2))
De aici gasim:

P{4[(p-1)+1]+p} =0 (mod (p +2))
lar apoi prin simplificare cu p:

4(p-1)'+1]+p =0 (mod (p + 2)) 4)
Din (3) s1 (4) rezulta congruenta ceruta.

Reciproc, daca are loc congruenta din enunt, din ea rezulta (3) iar din
aceasta (1) si din reciproca teoremei lui Wilson rezultd p prim. Tot din
congruenta din enunt rezulta (4) iar din aceasta (2) si din reciproca teoremei lui
Wilson deducem ca p + 1 este prim.



Numere prime Tn progresie aritmetica

46.(L) Daca n numere prime formeaza o progresie aritmeticd, atunci ratia
progresiei se divide prin fiecare numar prim p < n.
(M. Contor)

Rezolvare. Fie a, a+d, a+2d,..a+ (n—-1)d cele n numere prime in
progresie aritmetica si p un numdr prim cu p < n. Prin impartirea la p a
acestor numere prime vom obtine, intr-o anumita ordine, resturile 1,2, ...p —
1 daca a # psauresturile0,1,2... p-—1daca a=p. Deoarece numarul lor
este mai mare decat numarul resturilor, cel putin doua din ele vor da acelasi
rest. Fie

a+tid=qup+rsiat+tjd=q,p+r cu0<i<j<p-1
De aici

(i-)d=(@,-a)p=M, = p|G-id
Dar j—i<psideci pnudivide j— i. Ramane p | d.

47.(L) Sa se gdaseasca o progresie aritmetica formatd din 6 termeni, toate
numere prime.

Rezolvare. Ratia progresiei trebuie sa se divida cu toate numerele prime mai
mici decét 6, (vezi problema 46) deci prin 2, 3, 5 adica trebuie sa se divida prin
30. Avem de exemplu progresiile: 23, 53, 83, 113, 143, 173

11,71, 131, 191, 251, 311

7,37,67,107, 137, 167, 197, 227, 257.

48.(L) Sa se demonstreze ca o progresie aritmetica infinita de numere
naturale diferite nu poate avea tofi termenii numere prime.

Rezolvare. Daca r este ratia progresiei iar a, este un termen oarecare, atunci
Apen=a, +mr.
Pentru a, >1sim=a, avem a,.,, =a, +a,r =a,(1 +r), de unde

rezultd ca a este compus fiindecd r > 1.

m+n



Sirul infinit al numerelor prime

49.(L) Exista o infinitate de numere prime de forma 4k + 3, k € N.

Rezolvare. Fie p un numar prim de forma 4k + 3. Vom demonstra ca exista
un alt numdr prim p, de aceasti forma cu p; > p. Intr-adevir, fie x = 4p! — 1
care este de forma 4k + 3 deoarece x = 4(p!-1)+3.

Daca x este prim, atunci p; = X.

Dacd x nu este prim atunci toti factorii primi ai sai sunt mai mari decat
p, deoarece in caz contrar obtinem o contradictie (factorii mai mici decét p ar
trebui sa-1 divida pe 1). Mai mult, cel putin unul dintre factorii primi ai lui x
este de forma 4k + 3 (daca toti factorii ar fi de forma 4k + 1 atunci produsul
lor, adica x, ar fi de forma 4k + 1, ceea ce este fals).

50.(L) Exista o infinitate de numere prime de forma 6k + 5, k € N,
Rezolvare. Demonstratia este analoaga cu cea a exercitiului anterior.

51.(L) Exista o infinitate de numere prime de forma 4k + 1, k € N.

Rezolvare. Fie numarul x = (n!)2 + 1 care este de forma 4k + 1, pentru n €
N, n> 1 Daca x nu este prim are toti factorii primi mai mari decat n si de
forma 4k + 1. Intr-adevir, daci ar exista un factor prim p=4k+3 cu
2(2k+1) . 2(2k+1) .o
p | X, cum X | (n!) + 1, ar rezulta ca si p | (n!) + 1, adica
p| (@) P+ 1. Deci p|(n!)P+ n!. Dar de aici si din faptul ca p|(!)P- n!
(conform teoremei lui Fermat) rezulta ca p | 2n! ceea ce ¢ fals deoarece p
este factor prim mai mare decat n.
Deci, pentru orice numar prim p de forma 4k + 1, exista un numar prim

p, de aceeasi forma, cu p; > p, fiindca sau (p!)?+ 1 este prim si atunci p,=

(p) 2+ 1 > sau are un factor prim p, de forma 4k + 1cu p; >p.



Utilizarea postulatului lui Bertrand

52.(L) Sa se demonstreze ca p,< 2" pentrun > 1unde p, este al n — lea
numar prim din sirul numerelor naturale.

Rezolvare. Conform postulatului lui Bertrand avem p, < p,_ ;< 2p, pentru K
e N. Deci p,<2p;, p3<2p, ...p,<2p,_;, inegalitati care prin inmultire
membru cu membru dau p,<2"*p, =2".

53.(L) Sa se demonstreze ca pﬁ < 2" pentru n>10.

Rezolvare. Demonstratia se face prin inductie. Pentru n = 10, pyp= 29 si

29%< 210 s1 exercitiul se verifica. Presupunem relatia din enung, adevarata prin
orice k, cu 10 < k < n si o demonstram pentru n + 1. Utilizand teorema care
afirma ca intre m si 2m (m > 5 intreg) exista cel pufin doud numere prime,

géSim ca Pn1<Pn<Pnsa< 2pn—l' Deci, pﬁ+l< 4pﬁ—l< 4 2n—1: 2n+1.
Teoremele lui Fermat, Euler, Wilson
54.(L) Fie p primsi aq,a,,...,a, intregi. Sa se demonstreze ca:

(+a+...+a,)” =(al+ab+...+al ) (mod p)
lar de aici sa se deduca teorema lui Fermat.

Rezolvare. Din binomul lui Newton si din p | CiIO pentru i=1, p—1, obtinem:
(a,+ ap)P=af+ ChafTa,+ .. ..+ Chraab '+ al= (af+af )
(mod p)
(@;+a,+a3) "= (a;+a,)" +af=(af+aj+ay ) (modp)
(@t a,+az+a,) =(@+a,+ay) +a) = (af+aj+ag+a, ) (modp)

Luand apoi a;=a,= ........ =a,= 1, obtinem teorema lui Fermat.



55.(L) Sa se demonstreze ca teoremele lui Femat si Wilson sunt echivalente
cu urmadtoarea teorema.

Daca p este un numdr prim si a un numdr intreg, atunci (p —1)' aP+a se
divide la p.
(I. Moser)

Rezolvare. Aratam mai intdi cd din teoremele lui Fermat si Wilson rezulta
teorema din enunt. Astfel, daca p este prim si a intreg arbitrar, din teorema lui

Wilson rezulti ca  (p—1)!aP+aP=0 (mod p), iar din teorema lui Fermat ci

a® -a= 0 (mod p) adici relatia din enunt.
Reciproc, luand in teorema din enunt a = 1, obtinem teorema lui Wilson.

De aici obtinem (p —1)!aP+ aP = 0 (mod p) iar din aceasta scizand relatia
din teorema din enunt, obtinem teorema lui Fermat.

56.(L) Teoremele lui Fermat si Wilson sunt echivalente cu urmdtoarea
teorema:
Daca p este un numar prim, atunci pentru orice numar intreg a, numarul

aP+ (p—1la sedivide la p.

Rezolvare. Demonstratie analoga cu cea a exercitiului precedent.
57. (L) Dacd p este prim si p>3atuncia®-a =0 (mod 6p).

Rezolvare. Avem 6| (a— 1a(a+ 1) si (a— 1)a(a + 1)| aP- aiar din teorema
lui Fermat p| aP? -a. Cum p>3avem (p, 6) =1 si din relatiile precedente
obtinem 6p | aP-a.

58.(L) Stiind ca suma a doud numere naturale nenule a si b este un numar

prim, sa se afle restul impartirii numarului a’b? prin a +b.

Rezolvare. Presupunem a < b si fie p =a + b. Din binomul Iui Newton si
teorema lui Fermat, deducem:

a’b?=a’(p-a)*=a’[M + (-1)*a*1=M + (-1)%aP=M +(-1)a
Deci a’b? = M+ a pentru a numdr par si a’ph?= M+ b pentru a numar

impar. Astfel, restul impartirii lui a’p? prina+beste a sau b.



59. (L) Dacd p si g sunt doud numere prime distincte si a®= b® (mod
p)si a%=Db% (modq)atunci a =b (mod pq)

Rezolvare. Din teorema lui Fermat avem a?=a (mod p) sib”= b (mod p)
si folosind conditia din enunt obtinem a = b (mod p). Analog obtinem a = b
(mod q). Cum (p,q) =1, rezultaa = b (mod pq)

60.(L) Daca p este prim si aP?+ pPl= 0 (mod p), atunci
aPt+bPr=0(modpP™)

Rezolvare. Daca (a,p) = 1 din condtia din enunt rezulta (b,p) = 1 si din
teorema lui Fermat aP™*= 1 (mod p) si b= 1 (mod p), de unde aP*+

bP1l=2 (mod p) obtinem ca 2 = 0 (mod p), deci p = 2 care verfica relatia
ceruta.

Daca p | a atunci plb si aP?=M = si bP =M =¥ deci aP 1+

_]__
bP =M

61. (L) Daca p este prim si p mai mare decdt 5 atunci orice numar format
din p —1 cifre egale se divide cu p.

Rezolvare. Fie N=aa...a =a-11....1 =a(10P %+ 10P 3+ ... +10+ 1),
— —
dep—lori dep—1lori

ON =a(10 - 1)(10P2+ 10P3+ ... + 10+ 1) =a(10P*- 1). Cum p este prim
si p > 5, atunci (p,10) = 1 si conform teoremei lui Fermat 10 Pl1=M
Deci p|9Ndeundep|N.

p-

62.(L) Sd se arate ci dacd p este un numdr prim impar si a®+b? =M o

atunci aP+bP =Mp2.

Rezolvare. Nota a+ b =c siridicam la puterea p dupa binomul lui Newton:
CP=(a+b)P=af+ClaP b+... +ClaP'b'+. .. +CPrabP ™'+

bP.



Prin ipotezd p| aP+ bP farp| CiIO pentru i=1, p—1 deoarece p este prim.

Rezulta p|CID de unde p|C. Deci C=mp sidecia=mp—bdeundea® =
(mp—Db) P =|\/Ip2 -bP siastfelaP+DbP =Mp2.
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